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Resumen: En este trabajo se presenta un estudio de la propagacion de errores en un circuito quantico que implementa
el codigo de Shor de 9 qubits. Los errores son modelados mediante despolarizacion local, y se analiza el efecto de
errores en el canal y en compuertas imperfectas mediante la propagacion de la componente isotropa del error y de la
degradacion de la probabilidad de mantener el estado cudntico. Se presentan cotas para las probabilidades mdximas
de errores de forma de ser exitosa la correccion realizada por el codigo.
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Abstract: In this paper we present a study of error propagation in a 9 qubits Shor’s code quantum circuit. Errors are
modeled by local depolarization, for both channel and gate errors. The analysis made is based in the propagation of the
error’s isotropic component and the probability degradation of the original quantum state. Bounds for the maximum

probability of errors are presented.

Keywords: Quantum error correction, quantum Shor code, Isotropic Quantum Index.

1 Introduccion

Si bien teoéricamente la computacion cuantica puede
resolver problemas que en forma clasica son muy dificiles
de tratar (normalmente necesitan de recursos de orden
exponencial), ésta no esta exenta de errores que, de no
corregirse, afectan en forma considerable la potencia de
calculo. Estos errores son debidos a multiples factores: a
la decoherencia ocasionada por la interaccion con el
ambiente, a las de imperfecciones en las compuertas, a la
preparacion y medicion del estado cuantico.

Desde los primeros dias de la computacion cuantica se
propusieron codigos, que utilizan redundancia en la
informacion, con la finalidad de corregir los estados
cuanticos expuestos a ruido [CS96] [Got97]. En este
articulo se analiza el desempefio de un cédigo corrector
con una implementacion mas realista, cuyas compuertas
actian en forma imperfecta, encontrando valores de
umbral para los cuales todavia tiene sentido efectuar la
codificacion. Para esto se ha elegido trabajar con el
conocido codigo de Shor.

En la seccion 2 se describe el modelo de error de
despolarizacion local utilizado para modelar los errores de
canal y de compuertas, mientras en la seccion 3 se
presenta el indice de isotropia para la caracterizacion de la
propagacion de errores iso6tropos en un sistema cuantico.
El codigo cuantico corrector de Shor, de 9 qubits, es
detallado en la seccion 4. En la seccion 5 se analiza el
resultado de la existencia de errores en el canal y en las
compuertas, y se calculan cotas para las probabilidades de
errores de forma de mantener la utilidad de la
codificacion. Finalmente, en la seccion 6 se detallan las
conclusiones de los trabajos realizados.
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2 [Errores en sistemas cuanticos

Los sistemas cuanticos reales presentan resultados
distintos de los tedricos, considerando una evolucidén de
un sistema cerrado perfecto, debido a imperfecciones de
construccion de los circuitos cuanticos y al proceso
decoherencia, o sea, interacciones no esperadas con el
ambiente no considerado en el sistema original. Una
forma de analizar, y predecir, los resultados es interpretar
lo Gltimo como ruido o errores.

Existen diversos tipos de modelos de errores que pueden
ser utilizados para analizar el efecto de imperfecciones y
principalmente, la decoherencia que afecta al sistema. El
modelo, en principio, puede ser muy dependiente de la
implementacion fisica del sistema, siendo mas probables
cambios logicos o cambios de fase.

En este trabajo tomamos como modelo de error el
denominado canal de despolarizacion (Depolarizing
channel), que actia mezclando el estado original con un
estado de maxima mezcla. De esta forma se considera el
peor caso posible, no priorizando ninguna direccion del
espacio.

2.1. Errores de despolarizacion de canal

El error de despolarizacion de canal es un modelo de error
de decoherencia que altera el estado cuantico con igual
probabilidad y en todas las direcciones del espacio. Esto
equivale a realizar un estado como una combinacién entre
el estado de méaxima mezcla I/2 y el estado original p.
Para un estado cuantico de 1 qubit se tiene:

I
e(p) = v5+ a-vp, (1

siendo I la matriz identidad de 2 x 2.
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La Figura 1 ilustra, en la esfera de Bloch, los estados
cuanticos mezcla resultantes para una probabilidad de
y = 0,25.

Una forma alternativa del calculo del estado resultante es
mediante la utilizacion de los operadores de Kraus
(Operator-sum representation) [NC00]
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Figura 1: Efecto de la aplicacion de los operadores del
canal de despolarizacion sobre los estados puros en la
esfera de Bloch paray = 0,25.

siendo

3
e(p) = ) ElpE]". (3)

i=0
2.2. Errores locales de despolarizacion de
canal

La despolarizacion de canal local (LDCh) en el qubit j en
un estado de n qubits puede ser calculada como:

3
14 _ v vt
(o) = ) mpm, 5
i=0
Siendo:
Ml?’j = (]®(j—1)®EiY®1®(n—i)). (5)

Como ejemplo, en el caso de un estado cuantico de n

qubits si se considera que el error actua en forma

independiente y con igual probabilidad en todos los
qubits, el estado resultante es:

)= (el ocly o el e (©6)
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3 Indice de
cuanticos

isotropia para errores

Un indice de isotropia cuantifica cuanto un estado mezcla
representa un estado cudntico proveniente de un proceso
de errores is6tropos, o sea, una sucesion de errores que
cuyas probabilidades dependen solamente de la distancia
al estado original (estado de referencia).

En [dOBLM15] se define un doble indice de isotropia
para un estado cudntico p, considerando como estado de
referencia al estado puro p, = |@){¢|, al par

Iso, (p) = (A,p) O

Siendo:

[l p=2"A4, el Ancho Isétropo, con A el menor
autovalor de p,

Uy A4,laAlineacion Isétropa, definida como
A =Fid(p,p,) = Fid(p, pn,,) ®)

Donde:
=  Fid es la fidelidad entre estados cudnticos,

= pproviene de la descomposicion

I
p=pom+1-ph ©)

siendo p el Ancho Isétropo y p una matriz de
densidad con al menos un valor propio nulo,

"y Pry = U= leXeD/2"-1)
istropa ortogonal del estado p,, .

(mezcla

La representacion grafica del indice se realiza mediante el
triangulo de isotropia, como es ilustrado en la Figura 2.
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Figura 2: Triangulo de isotropia. En la figura se observa
la representacion del doble indice de isotropia de los
estados p, (cuadrado), py,, (circulo) e 1/2 (cruz),
considerando como estado de referencia el |¢).

4 El codigo cuantico corrector de Shor

Con la finalidad de atenuar el efecto de los errores en los
sistemas cudnticos, en las Ultimas décadas han aparecido
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diversas propuestas para la proteccion de la informacion
contenida en los estados cudnticos, como los codigos
correctores cuanticos, estudio de disefos tolerantes a
fallos u otros [LMPZ96] [Got98] [KLZ98] [KLV00]
[Got09].

El cédigo corrector de 9 qubits propuesto por Peter Shor
[Sho95] es una de las primeras propuestas de cddigos
correctores cuanticos, capaz de corregir cualquier tipo de
error en un qubit. A continuacién, se detallard la
construccion de este codigo.

4.1. Codigo de 3 qubits

El codigo cuantico mas simple es el codigo de 3 qubits,
que es la base de construccion del coédigo de Shor.

4.1.1. Correccion en cambios légicos

El coédigo de 3 qubits es capaz de detectar y corregir
errores de valores logicos (bit flip) en uno de sus qubits.
La Figura 3 ilustra el circuito cuédntico utilizado en la
implementacion de este codigo.

Error de canal
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|0>—b £ b
q en 1 |
3 A U
|0> S5 qubit

Figura 3: Circuito cudntico para el cddigo de 3 qubits.

Andalogamente a un cddigo clésico, se agrega redundancia
de modo de codificar 1 qubit en 3, utilizando 2 qubits
extras inicializados en el estado |0) de la siguiente forma:

|0) > 1000)
1) > [111)
al0) + Bl1) - @l000)+ B|111)

(10)

En el caso de considerar un error de cambio ldgico, a lo
sumo en un qubit, los posibles estados a la salida del
decodificador son:

(a]0) + B11)) ® |00),
(al1) + B10) ® |11),
(a|0) + A1) ® |10),
(al0) + A1) ® |01).

(11)

Se verifica que el primer qubit es separable y los 2
ultimos representan el sindrome segun la Tabla 1.

Tabla 1: Sindrome.

Sindrome | Error detectado

00 Sin error

01 Error en el tercer qubit
10 Error en el segundo qubit
11 Error en el primer qubit

Luego, con una compuerta del tipo Toffoli se implementa
el corrector que altera el primer qubit solamente cuando el
error ocurre en este, dando como resultado final un estado
cuantico con el primer qubit separable y corregido, segun:
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(a]0) + B11)) ® |00),
(a|0) + 1) ® |11),
(a|0) + B11)) ® |10),
(al0) + A1) ® |01).

(12)

Con la intencién de analizar el desempeiio del codigo se
considera una probabilidad p de ocasionar un error de
cambio logico en un qubit. Si no se codifica el mensaje
existe una probabilidad de error igual a p.

En caso de utilizarse el codigo, la probabilidad de error
que corresponde a los casos de errores en 2 o 3 qubits
simultaneos, (ya no es posible la correccion), es de
3p2(1 —p) + p3, que es menor que p siempre que
p < 1/2. 0 sea, en el caso de p > 1/2 es mejor enviar el
estado sin codificar.

4.1.2. Correccion en cambios de fase

Utilizando la compuerta de Hadamard definida como:
V2 [1 1 ]
2 1 —1f
se tiene que:
_ [0 171_ S b
x=] J=nza=nl;, °|n

siendo X un cambio logico (bit flip) y Z un cambio de fase
(phase flip).

Luego se puede corregir cambios de fase en un qubit con
el mismo procedimiento utilizado para cambios logicos,
mediante la transformacién anterior. La Figura 4 ilustra el
circuito para correcciones de cambios de fase en 1 qubit.

Posible error

en el canal
{H] . Cambio
| i de fase
L) L enl
T | qubit

Equivalente a un cambio légico
de 1 qubit

Figura 4: Cédigo de 3 qubits. Correccion de cambios de
fase.

4.2. Codigo de Shor de 9 qubits

El circuito propuesto por Peter Shor combina ambos
circuitos anteriores, o sea, circuitos con cddigos de 3
qubits para la correccion de errores logicos y errores de
fase, como ilustrado en las Figuras 5 y 6. La codificacion
es realizada en 9 qubits y posibilita corregir cualquier
error arbitrario en 1 qubit. Las palabras del cddigo son:

[0) > 10,) = i(|000) +111)®3
(13)

11) = 11,) = —=(000) — [111))®?

=
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5 Analisis de la propagacion de errores
en el codigo de Shor

En esta seccion se analiza el efecto de la propagacion de
errores en el coddigo de Shor. El enfoque tomado, es el de
comparar la degradacion debido a errores en el canal con
los errores de compuertas. El modelo de error utilizado es
el presentado en la seccion 2.2. En el canal se considerara
un error del tipo canal de despolarizacion local en los 9
qubits con probabilidad J, mientras que en las compuertas
se supondra un error similar de probabilidad y actuando
en forma independiente en las salidas de las compuertas,
segun la Figura 7.
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Figura 5: Cédigo de Shor. Codificador.
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Figura 6: Cdédigo de Shor. Decodificador/Corrector.
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Figura 7: Ejemplo de modelo de errores locales para las
compuertas, ecuacion (4) con probabilidad y, y para el
canal, ecuacion (5) con probabilidad ¢.
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5.1. Errores de canal

A modo de comenzar el analisis de la propagacion de
errores se considera compuertas perfectas (y =0) y un
canal con una probabilidad § € [0,1] de error por qubit.
La Figura 8 muestra la dependencia de la correccion
segun el estado originalmente codificado, en funcion de la
probabilidad de éxito (recuperacion del estado original
|y) para el caso de & = 0,1, definida como:
P, = lplp). (14)
De la figura se observa que los estados con mayor
probabilidad de recuperacion son:

|0) + |1) |0y — |1)
)=ty )=t (1)
V2 V2
mientras que los de menor probabilidad son:
|0) +i|1) |0) —i]1)
Este resultado es valido para todo § € [0,1].
w1
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Figura 8: Probabilidad de recuperar el estado original
(P.) en funcién de su ubicacion en la esfera de Bloch. Se
supone una probabilidad de error en el canal de 6 = 0,1.

La Figura 9 ilustra la variacion de probabilidad de
correccion en funcion de la probabilidad de error de canal
d para los estados originales |+),|0) e |y.), y se compara
con el error si no se utiliza el cédigo. Si se considera el
peor caso (|y,)) se tiene que es mejor trabajar con el
estado sin codificar para valores de o superiores a 0,07
(7%).
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Figura 9: Probabilidad de éxito P,, en funcion de la
probabilidad de error en el canal 8. La curva gris oscuro
(de a trazos) corresponde al estado |+) codificado, la
curva gris (trazo y punto) al estado |0) y la curva gris
claro (punteada) al estado [y, ). La curva sélida
corresponde al estado sin codificar.

5.2. Caso de compuertas con errores

Cuando se considera que hay errores en las compuertas
(probabilidad de error y) se observa que, para una misma
probabilidad, el error en las compuertas es predominante
frente al error en el canal. La Figura 10 ilustra la variacion
de la probabilidad de éxito frente a variaciones de las
probabilidades de errores solo en el canal (y = 0) y
solamente en las compuertas (5 = 0), considerando como
estado inicial al |0).

Si se consideran solamente errores en las compuertas, los
estados de menor probabilidad son |y,)el|y_),
analogamente al caso de errores solamente en el canal. La
Figura 11 muestra la evolucion de la probabilidad segun
las variaciones de & considerando diferentes valores de
probabilidad de error en el canal y, y como estado inicial
|y,). Se observa que para valores de error de compuerta
con probabilidad superior a 0,0006 (0,06%) es mejor
trabajar con el estado sin codificar.

Si se propone analizar los resultados mediante la
interpretacion de la evolucion del indice de isotropia del
estado resultante de la utilizacion del codigo con errores,
es necesario descomponer el estado final p mediante la
ecuacion (9). En este caso la probabilidad P,,, ecuacion
(14), viene dada por

Pox =5+ (L= p)WIAIY),

(17)

siendo p el Ancho Isotropo. Para valores de la Alineacion
Isétropa (A) cercanos a uno, el término (Y |p[) es muy
cercano a A°. Luego observando en la Figura 12 el
resultado del indice para el estado inicial con peores

valores de 4; |l/)n/4) = 1/\/E<|0) + eizll)), se nota que

aun para valores de y superiores al maximo hallado
anteriormente, la contribucion a la pérdida de
probabilidad es principalmente debida al crecimiento del
ancho p, y no al cambio de alineacion.
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Figura 10: Variacion de P,, en funcién del error solo en el
canal (curva negra solida) y del error solamente en
compuertas (de a trazos gris). Estado original |0).
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Figura 11: Variacion de P,, en funcién de § para una
familia de curvas en el parametro y € [0; 0,001]. La
curva negra solida es para el caso de compuertas
perfectas. La curva gris oscura punteada es la
probabilidad de éxito al enviar el estado sin codificar. La
gris a trazos marca el limite maximo de error de
compuerta para el cual es mejor enviar el estado sin
codificar (y = 0,0006). Las curvas gris claro indican otros
valores de y.

6 Conclusiones

En este articulo se ha analizado la degradacion de un
estado codificado mediante el codigo corrector de Shor
utilizando errores de despolarizacion local, para modelar
errores de canal y de compuertas.

Se ha visto que algunos estados producen mejores
resultados respecto a otros, debido a la no simetria del
codigo, llegando a que, si se considera una
implementacion con compuertas perfectas la maxima
probabilidad de error de canal, §, debe ser inferior a 7%
de modo que codificar produzca mejores resultados frente
a la ausencia de codificacion, para cualquier estado de un
qubit. En el caso de considerar compuertas imperfectas,
modeladas con probabilidad de error v, se concluye que el
maximo valor admisible de probabilidad es 0,06%.

A diferencia de otros algoritmos cuanticos [dOCBL15], el
deterioro en la probabilidad de éxito es debido
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principalmente al aumento del Ancho Isétropo, siendo el
efecto del cambio en la Alineacion Isoétropa despreciable.
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